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概 要
アモルファス固体の塑性変形は準静的過程に関してはポテンシャルエネルギー
地形描像に基づいて理解が進展し，空間構造の性質がよく知られている．一
方で，せん断率が有限の場合は準静的過程のような明確な理解が得られてい
ない．まず有限のせん断速度の応力降下イベントを様々な指標で特徴付け，イ
ベント間の相違点，およびAQS条件のイベントとの比較を行った．その結果，
低せん断速度領域では定量的に異なる 2種類のイベントが存在し，そのうち
1種類のイベントは準静的条件のイベントと本質的に異なることを明らかに
した．また，この結果はポテンシャルエネルギー地形描像の観点で解釈でき
ることを示した．さらにせん断速度を上げていくと，空間構造の観点で低せ
ん断領域における 2種類のイベントの性質が混在することを示した．
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1 イントロダクション
1.1 アモルファス固体とは
シリカガラス，コロイドゲル，エマルジョン，泡，粉体など我々の身の周りに存
在する物質にはアモルファス固体に分類されるものが多くある [1][2]．アモルファ
ス固体を一言で言えば，個々の構成要素（分子やマクロ粒子）がランダムな構造
のまま固化し，剛性を発現したものである．外場に対するアモルファス固体の応
答は工業的応用の観点でも重要である．しかし，応答を予測することは困難であ
る場合が多い．アモルファス系を構成する要素数は膨大であり，系が本質的にラ
ンダムであるためである．そのため基礎科学として，アモルファス系の物性の理
解は統計力学・物性物理学における最大級の挑戦的課題とされている．熱力学的
性質やレオロジー特性など様々な実験による膨大な経験則が提案され，理論的考
察や数値計算により現象を理解する試みが成されているものの，未だ完全な理解
には程遠い．
1.1.1 ガラス転移
アモルファス固体は，熱的か非熱的かに応じ，おおまかにガラスとジャミング
系に分類される．分子性ガラスの構成要素の大きさは分子スケールである．その
特筆すべき性質は，液体状態から凝固点よりも低い温度まで急冷すると，粘度が
指数関数的に増大することである [3]．この状態を粘度が非常に大きな液体とみな
す知見 [4]があるが，粘度が発散する明確な温度が存在すると信じ，ガラス転移と
いう相転移現象として理解しようという試みである．ガラス転移が存在するとい
う立場でも，ガラス転移を熱力学的転移現象として理解しようとするアプローチ
[5, 6]と，純粋に動的な転移現象として理解しようとするアプローチ [7, 8]に分か
れ，ガラス転移の本質は何であるかを追求する議論が絶えない．また，コロイド
ガラスの場合は温度の低下に対してだけでなく，密度の増大に対して同様の転移
が知られる [1]．
図 1.1は液体から結晶あるいはガラスへの転移を模式的に描いた図である．液体
は並進・回転に対する連続対称性をもつ．温度をゆっくり冷やして凝固点に到達
すると，この連続対称性が破れて固体となるのが結晶である．一方，温度を急激
に冷やすと凝固点以下でも液体のもつ対称性は失われないが，剛性を発現するの
がガラスである．
1.1.2 ジャミング転移
一方，構成要素が分子よりも十分大きなマクロ粒子を高密度に充填しても同様
の剛性発現が観察される．このようなマクロな粒子系の剛性の発現はガラス転移
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図 1.1: 液体の冷却の仕方により得られる固体の性質の違い．ゆっくり冷やした場
合は，液体の持っていた空間対称性が失われる．これは結晶である．一方急冷し
た場合には，液体が持っていた空間対称性は保持されるが，剛性が発現する．こ
れはガラスである．図は大山倫弘博士の許可を得て掲載．
と区別してジャミング転移と呼ばれ，マクロな粒子系をジャミング系と呼ぶことが
ある (本稿でもこの表現を用いる)．ガラス転移と本質的に異なるのは，熱の効果
が関係しない非熱的な非平衡相転移という点である．また，ジャミング系では粒
径を明確に定義でき，粒子のコンタクトを導入することが可能となる [9, 10]．従っ
て，ジャミング転移を特徴づける秩序変数の 1つは平均コンタクト数Zである．簡
単のため摩擦のないN 粒子からなる粒子系を考える．系を圧縮して体積分率 φを
大きくしていった場合のZの変化は次のように知られている：d次元空間において
体積分率 φのN 粒子系の力学的安定性を考える．粒子同士が押し合いながら配置
を変えることができるほど φの値が大きくない場合は Z = 0である．φを大きく
していき，φJ において粒子同士が互いに接触し合って身動きが取れなくなった状
態が存在すると仮定する．この状態が安定であるためには，系内部に存在する粒
子間の力の総数NZ/2が，力のつり合いを表す条件の総数Nd以上でなければな
らない [11]．特に摩擦がない球状粒子系では，NZ/2 = Ndである [9, 10]．この条
件を満たす Zの値を Zcとすると，Zc = 2dである [9, 10, 12, 13, 14]．つまり，図
1.2(a)のように φ = φJにおいて平均接触点数が 0からZcに不連続に増加する．こ
のような特別な体積分率 φJはジャミング転移点と呼ばれ，φ > φcにおいて系を圧
縮した場合は Z − Zc ∼ (φ− φJ)1/2のように Zは増大していくことが知られてい
る [9, 10]．このようにジャミング転移は (1)温度がゼロ (2)contactが定義できる，
という点においてガラス転移と異なる．
ジャミング転移における剛性の発現は，図 1.2(b)(c)のように弾性率が 0から有
限の値をとることとして理解できる．体積弾性率は 0から有限の値に不連続的に
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変化するが，一方でずり弾性率は連続的に変化する．このようにジャミング転移
は剛性の発現の観点で，1次転移と 2次転移の両方の性格を併せ持った奇妙な転移
である．
またジャミング系の物理特有の難しい問題があることも明記しておく．それは，
実際の系を理解するためには，接線方向の摩擦の効果が無視できない点にある．平
均接触点数の観点で紹介する．ジャミング転移点以下の系を圧縮し，体積分率を
φJ に近づけた場合，Zc = d+ 1であることが知られているが，初期配置や圧縮の
仕方に依存して Zcの値が変わることがある [15, 16, 17, 18]．これは，摩擦のない
ジャミング系では，Zcの値が履歴を伴わないことと対照的である．
しかし，後述するように本研究ではガラス系とジャミング系の区別のない普遍
的な性質の抽出を論点としているので，一貫して構成要素間の接線方向の摩擦が
ない系を扱う．
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図 1.2: 摩擦がないジャミング系のジャミング転移点近傍における物理量のふるま
い．(a) 1粒子あたりの平均コンタクト数．転移点において 0から有限の値に不連
続に変化する．(b) 体積弾性率．転移点において不連続に変化する．これが剛性の
発現を顕著に表す性質である．(c) ずり弾性率．転移点で連続である．
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1.2 せん断下アモルファス固体の塑性変形
本研究はガラス系・ジャミング系に共通する普遍的な性質を抽出することを目
標とし，両者を特にアモルファス固体と呼ぶ．また，ジャミング系は外力の注入が
無ければ静止状態に陥るため，両者の統一的な議論が可能なせん断系を考察する．
1.2.1 せん断下アモルファス固体の非平衡定常状態
せん断の印加開始から十分時間が経過すると，外場により注入されたエネルギー
はジャミング系では粒子間の衝突に起因した散逸と粒子の再配置にともなうポテ
ンシャルエネルギーの緩和，ガラス系の場合には熱浴との熱交換と（少なくとも
十分な時間粗視化の上では）釣り合うようになり，非平衡定常状態が実現される．
このようにジャミング系の場合，粒子の運動エネルギーが粒子間の非弾性衝突や
摩擦により減衰するため，非平衡定常状態の実現には外力の注入が必要である．
以下，せん断の印加により非平衡定常状態を実現した系を定常せん断下の系と
呼ぶ．定常せん断下のアモルファス固体の特徴的な振る舞いは，たとえば応力-歪
み曲線にみることができる．
等方的に生成されたアモルファス固体にせん断ひずみを印加すると，まず応力
が概ね線形に上昇する弾性領域が観察される．さらにひずみを印加していくと次
第に弾性率が減少し，ついには系全体が降伏現象を示す．降伏時にはひずみ印加
前の固体サンプルの熱力学的安定性の違いを反映し，脆性的・延性的な定性的に
異なる振る舞いが観察されうることが知られている [1]が，ここでは降伏現象の詳
細には立ち入ることはしない．系が降伏を経験したあとは非平衡定常状態が実現
されるが，この領域の応力-ひずみ曲線は応力が線形に増大する領域と,間欠的な
応力降下で構成される. これは,様々なアモルファス固体系において観測される普
遍的な応答である [1][2].
1.2.2 塑性変形の素過程
本研究が着目する現象は，降伏を経験した後の非平衡定常状態における塑性変
形の素過程である．多くの観察事実から塑性変形の素過程は以下のように間欠的
な応力降下にあると考えられている．応力降下中では，高々数十個の速度が大き
な粒子からなるクラスターが再配置を引き起こし，また別の場所において連鎖的
に同様の再配置を引き起こすことが，コロイドガラス [19, 20]，エマルジョン [21]，
泡 [22, 23, 24]，粉体 [25, 26]など様々な系で確認されている．[22, 1, 2]．局所的な
粒子の再配置が起こる領域は shear transformation zone(STZ)[27]と呼ばれる．塑
性変形の素過程は，図 1.3のようなコンタクトする構成要素のペアの組み換えであ
る．これはT1イベントと呼ばれ，実験により直接観測されている [20, 21, 24]．図
1.3(b)のように再配置に伴い系に生じるに力の分布から四重極子型の変位が発達
することが理論的に証明されている [28, 29]．
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図 1.3: T1eventの概略図．(a)は単純せん断を加えた系の内部で隣接する 4つの粒
子 (構成要素)であり，オレンジ色の粒子ペアがコンタクトし，緑色の粒子ペアは
コンタクトしていない状態にある．単純せん断によりオレンジ色の粒子ペアには
伸長，緑色の粒子ペアには圧縮の力が作用する．時間がたつと (b)のようにオレン
ジ色の粒子ペアはコンタクトを解消し，緑色の粒子ペアがコンタクトを形成する
ようになる．これに伴ってオレンジ色の粒子ペアの重心を結ぶ方向には外向きの
力が生じ，一方で緑色の粒子ペアの重心を結ぶ方向には内向きの力が生じる．こ
れが四重極子型の局在した変位場が生じる起源と考えられている．
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1.2.3 AQS単純せん断下の塑性変形素過程の理解
応力降下イベントにおける塑性発現に関する理解をより進めてきたのは，数値
計算的なアプローチであり，特に非熱的・準静的 (Athermal Quasi-static: AQS)せ
ん断のもとでの応力降下イベントの性質が良く分かっている．
AQSせん断は，数値計算上でのみ実現されうる理想的な環境を導入する上で
考案された．AQS条件は非熱的であること，準静的であることの二点を要求する
[30, 31, 32]．非熱的であるという条件は，単に熱ゆらぎが存在しないことを意味
し，実現は容易である．実際，ジャミング系は熱ゆらぎが無視できる程度に十分大
きな構成要素を持つ系を指し，粉体系の研究では熱ゆらぎを無視した計算を行う
のが一般的である．一方，準静的条件の実現は容易ではない．熱力学的には「系
の熱力学的平衡条件を保証しながら状態を変化させる過程」を準静的過程と呼ぶ
のが一般的であるが，現在対象にしている系は平衡状態を実現する熱ゆらぎの存
在しない，本質的に非平衡な系である．ここでは，ひずみの印加は概ね系の境界
条件の変化に相当することを念頭に準静的過程を以下のように定義する：非熱系
における準静的過程とは「系が常に与えられた境界条件の下でのポテンシャルエ
ネルギー極小状態（今の場合温度ゼロの系を想定しているので，これは自由エネ
ルギー極小状態≒ある種の平衡状態に対応する）にあることを保証しながら状態
を変化させる過程」のことである．
これは図 1.4に示すように 2つのステップに分けて実現される [33]：
1. 系全体に一様に微小な affine変形を与える
これは境界条件の変化，およびそれと整合する粒子の一様な変形を伴う．こ
こで，affine変形とはせん断ひずみに伴う座標系の変形を記述する座標変換
テンソルによる一次変換の形で記述可能な変形を意味する．
2. 新たな境界条件の下で系のポテンシャルエネルギーを極小化する
この手続きに基づいて得られる応力-歪み曲線の概略図が 1.5であり，応力が増
大傾向にある歪み領域 (弾性領域)と間欠的かつ不連続な応力降下イベントから構
成される．
1.2.4 ポテンシャルエネルギー地形描像での塑性変形素過程の理解
AQSせん断下の塑性変形素過程の理解を進展させる基礎となったのは，Malandro
と Lacksが提示した, ポテンシャルエネルギー地形 (potential energy landscape：
PEL)描像に基づく塑性変形の発生機構に関する解釈である [33]．PELは，粒子配
置によって決まる系全体のポテンシャルエネルギーの多谷構造を指す．各谷は系の
準安定状態に対応する．応力が線形に増大している歪み (図 1.6(a)の青い丸)にお
いて，AQS条件の粒子系は常にPEL上のあるベイスンの底に存在する．Malandro
6
図 1.4: AQSせん断の数理的な実現の概略図．AQS条件を満たす trajectoryとし
て解析されるのは左の列に示した，ポテンシャルエネルギー地形の底にある配置
の軌跡である．図は大山倫弘博士の許可を得て掲載．
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図 1.5: AQSせん断下の系の応力-歪み曲線の概略図．青い矢印が微小な affine変
形を与えることに対応し，その結果応力が上昇することを意味する．赤い矢印が
エネルギー極小化の過程を表す．(1)(2)(4)(5)における歪みでは，エネルギー極小
状態にある系の応力が連続的に増大していくが，(3)における歪みでは，応力が不
連続的に降下する．　
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と Lacksが提示し，広く受け入れられている考え方は次の通りである：せん断を
加えるとPELの形状は変化し，ある臨界歪みにおいて図 1.6(b)のように隣接する
別のベイスンとの間のエネルギー障壁が消滅し，系は隣接していたベイスンへと
遷移する．この解釈は以下のように理論的に示される．
質量mの粒子N個の系が力学的に平衡である，つまり各粒子に働く力が 0であ
る状態を考える．これは系がポテンシャルエネルギー地形上のあるベイスンの底に
いることを意味する．簡単のため空間次元は 2とする．この状態を基準時刻 t = 0
として粒子の位置を {ri (t = 0)} (i = 1, · · · , N)と表記する．この系に小さな擾乱
を加えると，微小時間∆t経過後の粒子の位置が {ri (∆t)}となり，変位ui (∆t) =
ri (∆t)− ri (0)が定義できる．系のポテンシャルエネルギーがU (t) ≡ U ({ri (t)})
で与えられるとすると，このとき各粒子に働く力は次のように与えられる：
fi (∆t) = −∂U (∆t)
∂ri
(1.1)
fi (t)は fi (0) = 0を満たす．
U(∆t) ≈ U(0) + 1
2
∑
i,j
∂2U (0)
∂ri∂rj
ui(∆t)uj(∆t) (1.2)
のように変位について 2次まで展開する．ここで，∂U(0)/ri = −fi(0) = 0を用い
た．以下ではui (∆t)を単にuiと表記する．各粒子に働く力の成分は，
fi,x =
∂U(∆t)
∂xi
= −
N∑
j=1
{
∂2U (0)
∂xi∂xj
uj,x +
∂2U (0)
∂xi∂yj
uj,y
}
, (1.3)
fi,y =
∂U(∆t)
∂yi
= −
N∑
j=1
{
∂2U (0)
∂yi∂xj
uj,x +
∂2U (0)
∂yi∂yj
uj,y
}
, (1.4)
と表される．力と変位の 2N 次元ベクトル
|f〉 = (f1,x, f1,y, · · · , fi,x, fi,y, · · · , fN,x, fN,y)T, (1.5)
|u〉 = (u1,x, u1,y, · · · , ui,x, ui,y, · · · , uN,x, uN,y)T, (1.6)
を導入すると，式 (1.3),(1.4)は以下のような行列形式で書ける：
|f〉 = −D|u〉, (1.7)
D =

. . . . . . . . . . . .
... ∂
2U(0)
∂xi∂xj
∂2U(0)
∂xi∂yj
...
... ∂
2U(0)
∂yi∂xj
∂2U(0)
∂yi∂yj
...
. . . . . . . . . . . .
 (1.8)
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DはHessian行列は呼ばれる．さらに粒子位置の 2N 次元ベクトル
|r〉 = (x1, y1, · · · , xi, yi, · · · , xN , yN)T (1.9)
と |u〉に関する関係 d2|r〉/dt2 = d2|u〉/dt2 を用いて，系の運動方程式を以下のよ
うに書き下す：
m
d2|u〉
dt2
= −D|u〉 (1.10)
ここで粒子の振動運動を過程し，変位のフーリエ変換 |u〉 =∑2Nｋ=1 eiωt|uk〉 を用い
ると，固有値問題
D|uk〉 = mω2k|uk〉 (1.11)
に帰着する．Hessian行列は実対称であるので，並進自由度に対応するゼロ固有値
を除いた 2N − 2個の固有値 λk (k = 1, · · · , 2N − 2)は全て実数である．通常各固
有値は正であり，図 1.6(c)のように系が存在するポテンシャルエネルギー地形上
のベイスンの，各固有値に対応する固有ベクトル |uk〉が向く方向の曲率を与える．
また質量の規格化定数としてmを選ぶと，ωk = ±
√
λkは固有モードの振動数を
与える．粒子間ポテンシャルが Lennard-Jones(LJ)型である系に関しては，AQS
せん断下において不連続な応力降下が起こる歪みに近づくにしたがって最小固有
値が小さくなり，この歪みに達することで 0になることが知られている [34, 35]．
この場合，系が存在するベイスンの状態空間のある方向における曲率が 0になり，
その方向に隣接するベイスンとの間のエネルギー障壁が消滅することを意味する．
エネルギー障壁がゼロになることで系は力学的に不安定となり，この隣接するベ
イスンへと移動する．
以上より，粒子間ポテンシャルが LJ型の場合は応力降下イベントがポテンシャ
ルエネルギー地形上のベイスン間の移動に対応することが理論的に示せた．ただ
し，任意の粒子間ポテンシャルについて応力降下イベントが起こる歪みで最小固
有値が 0になることは示されていないことに注意したい．
1.2.5 塑性変形素過程の空間構造
この時のゼロ固有値に対応する固有ベクトルは，図 1.6(d)のように四重極子型
の局在した構造をとる [34, 35]．応力降下イベントの初期において発達する四重極
子型の局在した変位場は，このゼロ固有値のモードが励起したものであると考え
られている．変位の強度が大きな局在した領域の周りには，図 1.3(b)のように内
向きと外向きの力が生じ，この力により局在した領域の周囲には図 1.7のように変
位の強度が小さな渦状の構造が形成されるようになる [36]．
1.2.6 弾性領域における空間相関構造
一方で，応力が線形に増大している弾性領域の歪み (図 1.6(a)の青い丸)では，
粒子速度場が均一的で渦状の大域的な構造をとるのがが特徴的であり [37, 38]，速
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度場の空間相関の特性長がシステムサイズでスケールすることが知られている．
𝜕2𝐸
𝜕𝑟𝑖,𝛼𝜕𝑟𝑗,𝛽
≡ ℋ
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s
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Potential Energy 𝐸 𝑟𝑖,𝛼
: 𝑑𝑁 × 𝑑𝑁 matrix
eigenvectors ȁ ۧ𝝀𝒌
eigenvalues 𝜆𝑘
𝑖: particle
𝛼: cartesian coordinate
ȁ ۧ𝝀min → 𝟎
𝑎 𝑏
𝑐
→
ȁ ۧ𝝀𝒌
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図 1.6: エネルギー地形描像に基づくAQSせん断下の応力降下イベントの解釈．(a)
応力-歪み曲線．(1)の歪みで応力が単調に増大し，(2)から (3)にかけては不連続な
応力降下が起こっている．(b) (a)の (1)-(3)に対応する，ポテンシャルエネルギー
地形の概略図．せん断を加えることで形状が歪み，応力降下が起こる直前で系が
存在するベイスンのある方向のエネルギー障壁がゼロとなり，応力降下が起こる．
(c) エネルギー障壁がゼロになるときのHessian行列の固有値．最小固有値がゼロ
であり，このモードの固有ベクトルが位相空間においてエネルギー障壁がゼロで
ある方向をさす．(d) 最小固有値がゼロの固有ベクトルの空間構造．文献 [35]より
転載．
1.3 塑性変形とアバランチ統計
アモルファス固体がAQSせん断のような遅い外場の下で間欠的な塑性変形を示
す際，その「サイズ」の統計が冪分布を示すことが経験的に知られている．これ
は，以下に述べるアバランチと呼ばれる普遍性クラスに属すと考えられている．こ
こではアバランチとはなにかを簡単に説明する．
10
図 1.7: 2次元空間におけるAQSせん断下のLennard-Jones相互作用系の応力降下
イベントにおいて形成される変位場．文献 [36]より転載．
1.3.1 アバランチとは
多くの系は適当な擾乱の下で間欠的な応答を示す．Crackling noiseと呼ばれる
この種の間欠的な応答イベントに対してさらに，適当な「サイズ」を定義すると，
多くの場合その統計が冪分布に従うことが経験的に知られている．こうした普遍的
な冪的サイズ分布をアバランチ統計と呼ぶことがある．その名の通り雪山の雪崩
[39]はもちろんのこと，変動磁場中の強磁性体が示すバルクハウゼンノイズ [40]，
テープを剥がした際 [41, 42]あるいは紙を破った際 [43, 44]のノイズ，星のまたた
き [45]，結晶の崩壊過程 [46] そしてアモルファスの崩壊過程に観察される塑性変
形サイズ [47, 48]など具体例は広範に渡る．さらに，これら物性物理的な対象のほ
か，種の絶滅過程 [49]や，意思決定プロセス [50]などの現象も同様の扱いが可能
との報告も挙げられている．
こうしたアバランチ統計は自己組織化臨界現象の現れと考えられており，非平
衡普遍性の一種と期待されている．
1.3.2 フラクタル次元
アバランチ統計の特徴は冪則に反映される通り，特徴的サイズを持たない scale-
freeプロセスであることである．特に，最大サイズのものはシステム全体にパーコ
レートした構造を持つことが知られているが，一方で，そのシステムサイズ（特
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にここでは粒子数）依存性を調べると示量的でなくNdf/d(df/d < 1)でスケールす
ることが知られている．このスケーリング関係から，塑性変形のフラクタル次元
df が定義される．ここで得られた df の値は，塑性変形中のダイナミクスの情報か
らボックスカウンティング法によりミクロスコピックに計算したフラクタル次元
とおおむね一致することも確認されている [51]．
1.4 有限速度の単純せん断下アモルファス固体の空間相関構造
現実の系のせん断は準静的ではないため，各構成粒子における力のつり合いは
満たされない．よって，AQSせん断下の応力降下イベントの性質の理解を進めた，
ポテンシャルエネルギー地形描像に基づく議論はそのまま適用することができな
い．ここでは数値的アプローチによって得られている有限速度の単純せん断下の
アモルファス固体の空間相関構造に関する知見をまとめる．
1.4.1 局在的な空間構造
粒子間ポテンシャルが Lennard-Jones型のモデルガラス系において，ある応力
降下イベントでは，AQSせん断下の応力降下イベントと同様に局在した四重極子
型の変位場が発達することが確認されている [52]．しかし，せん断速度が有限であ
る系では任意の歪みでポテンシャルエネルギーが極小化されていないため，AQS
せん断系の応力降下イベントを解釈したポテンシャルエネルギー地形描像に基づ
く理論が適用できない．そのため，応力降下イベントの空間構造が局在した四重
極子型の変位場のみで特徴づけられる理論的根拠がない．せん断速度が小さい場
合の応力降下イベントは，AQSせん断系の場合と同様に系の力学的不安定性に支
配されると信じられている [53, 54, 55]が，応力降下イベントの性質を十分に検討
した報告例は筆者が知る限りでは現状ない．
1.4.2 大域的な空間構造
AQSせん断系と同様に，応力が線形に増大している弾性領域の歪みでは，粒子
速度場が均一的で渦状の大域的な構造をとるのがが特徴的であり [56]，速度場の空
間相関の特性長がシステムサイズでスケールすることが知られている [57, 58]．
1.5 本研究の目的
以上のように，AQS条件下では応力降下イベントが純粋な塑性変形と対応する
ことが示されている．AQS条件下でのこの描像が有限のせん断速度のイベントに
ついても適用できるかが素朴な疑問として上がるが，現状では知見が乏しい．本
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研究では，応力降下イベントの空間構造を簡易的な指標で定量化することにより，
有限のせん断速度のイベントがもつ情報がAQS条件下のイベントとどの程度同じ
でどの程度異なるかを系統的に調べた．その結果，低速度せん断系の応力降下イ
ベントの空間構造は，せん断が準静的である場合の応力降下イベントと同じ性質
を持つ場合と，せん断が準静的である場合の応力降下イベントでは検出されない
パターンである場合の，2つの種類が存在することを明らかにした．またケースス
タディとしてイベントの時系列を追跡することで，応力降下イベント単体の性質
だけでなく，それらの間の相関の有無を検討した．更に，低せん断速度の場合に 2
種類のイベントが存在することは，エネルギー地形描像のもとで準静的なせん断
した系の応力降下イベントの延長上で理解できることを示した．
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2 Method
本研究の目的は，有限速度のせん断を印可したアモルファス固体の塑性変形の起
源を明らかにすることである．その目的を達成するための方法として，筆者は以
下のような数値的アプローチを採った：本研究では二次元空間において，アモル
ファス固体を温度ゼロの環境下で運動する球状粒子分散系としてモデル化し，外
力として単純せん断を加えた粒子系の時間発展を追跡した．本章では，数値計算
モデルとその解法について詳述する．
2.1 アモルファス固体のモデル化
2.1.1 二次元球状粒子分散系
本研究では，せん断を印可したアモルファス固体のダイナミクスを可視化し性
質を調べる．三次元系ではダイナミクスの可視化結果の視認が困難であり，論点
の抽出が容易ではない．そこで，まずは可視化結果が視認可能な二次元系での知
見の確立を目指す．本研究が対象とするアモルファス固体系は熱揺らぎの効果が
無視できるため，温度ゼロの環境を想定する．また，結晶化を避けるために粒径
比が異なる粒子の混合系を考える．粒子間のポテンシャルエネルギーと粒子に作
用する散逸力は以下のように 2つの組み合わせをとる：
(1) Harmonic相互作用系：Harmonicポテンシャル＋散逸力
定常状態の応力降下イベントの空間構造を定量化するために用いた組み合わせ
である．Hertzの固体接触理論 [59]に基づく，弾性体同士の接触に起因した力と，
現象論的に導入する弾性体同士の衝突に起因した散逸力が各粒子に働く．二次元
系において前者の力は，線形項＋対数補正項という形式である．計算の単純化と効
率化のために補正項は落とし，粒子間の接触を線形ばねで単純化したモデルがよ
く用いられる．Cundallは，このような弾性体の二体衝突のモデルを多体衝突に拡
張し，多粒子系の問題を扱える数値計算手法として離散要素法 (Discrete Element
Method：DEM)[60]提案した．主に粉体粒子系のシミュレーションに用いられる
シミュレーション手法である．なお，本研究では固体のモデルとしては摩擦を無
視する．アモルファス系のレオロジーを議論する上で摩擦を無視することは非現
実的である [61][62]が，本研究の論点に関しては，摩擦のない系ですら知見が確立
していない．将来的に摩擦のある系での理解を深める土台として，本研究では摩
擦のない系での知見の確立を目的とする．
(2) Lennard-Jones(LJ)相互作用系：LJポテンシャル＋散逸力
せん断速度が有限である系の応力降下イベントの性質を，エネルギー地形描像
に基づいて理解するために用いた組み合わせである．比較対象とするせん断が準
静的である系の応力降下イベントの性質は，粒子間ポテンシャルが LJポテンシャ
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ルの場合のみエネルギー地形描像に基づいた理解が確立されている [33][34]．これ
が LJポテンシャルを用いる理由である．
LJポテンシャルは，粒子を構成するミクロな分子間の静電相互作用に起因する
引力項と電子のパウリ律に起因する斥力項を含んだポテンシャルである．本来は
熱揺らぎが存在する系 (分子ガラスなど)のモデル粒子の相互作用ポテンシャルと
して用いられる．しかし，本研究では上述のエネルギー地形描像に基づく議論を
するため，散逸機構として熱浴を用意する代わりに温度ゼロの環境下で粒子が自
身の速度に比例した散逸力を受けるモデルを用いた [63]．
2.2 シミュレーション手法
2.2.1 運動方程式
N個の粒子の位置と速度は時間の関数 (ri (t) ,vi (t)) (i = 1, 2, · · · , N)として定義
され，与えられた境界条件の下で以下の決定論的方程式に従って時間発展する：
dri (t)
dt
= vi (t) , (2.12)
mi
dvi (t)
dt
= fneti (t) , (2.13)
fneti (t) = f
int
i (t) + f
damp
i (t) , (2.14)
f inti (t) = −
∂U ({rj (t)})
∂ri (t)
. (2.15)
f inti (t)は粒子間相互作用に起因する力であり，その表式は粒子位置 {rj (t)}の関数
であるポテンシャルエネルギーU ({rj (t)})の表式を与えることで決まる．fdampi (t)
は散逸力であり，表式については後述する．この 2つの合力である fneti (t)に対し
て，与えられた境界条件のもとで式 (2.12), (2.13) を差分法を用いて数値的に解く
ことで，(ri (t) ,vi (t))の時間発展を追跡することができる．本研究で用いた境界
条件と差分法は後述する．その前に，系に加える外力について記す．
2.2.2 単純ずり
アモルファス固体のモデルとして導入した粒子系の運動を温度ゼロの環境におい
て駆動するためには，外力が必要である．本研究では図 2.1のように，外力として
単純せん断を印可した粒子系の応答を調べる．数値計算上で単純せん断を実現する
方法は様々である．例えば，基本セルを変形させてせん断流を発生させる方法や，
せん断による位置や運動量の変化を直接取り込んだ運動方程式を解くDOLLS法お
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図 2.1: 単純ずりを印可した二次元球状粒子分散系．
よびそれ改良した SLLOD法などが用いられる．本研究では次のような簡易的な方
法を用いる：基本セル内の位置 r = (x,y)には，平均せん断流V (r, t) = γ˙ y (t) ex
が存在すると仮定する．各粒子は位置 ri (t)における平均せん断流により，微小時
間∆tの間にV (ri, t)∆t = γ˙∆t yi (t) ex だけ位置が変わる．
2.2.3 Lees-Edwards境界条件
x方向については一般の周期境界条件を採用し，y 軸方向については上側から出
る場合は粒子位置 riを ri− γ˙ t Ly (t) ex，下側から出る場合は riを ri+ γ˙ t Ly (t) ex
と新しい位置を決定する．
2.2.4 Harmonic相互作用系
図 2.2のように，系の任意の 2つの粒子 i, j (i, j = 1, 2, · · · , N)に対して，以下の
ように 2粒子の重心を通る直線方向における粒子の重なり領域の長さを導入する：
ζij = (Ri +Rj)− rij (2.16)
rij = |ri − rj|は粒子 jの重心と粒子 iの重心の間の距離である．ζij > 0である場
合に 2粒子はコンタクトしているとみなされ，粒子 jから iに斥力相互作用および
粘性による散逸力が発生する．
粒子 i，j間の斥力相互作用ポテンシャル φH (rij)は，次のように定義される：
φH (rij) =
1
2
Kζij
2θ (ζij) (2.17)
Kは斥力の強さを反映した定数である．ポテンシャルエネルギーの概形は図 2.3の
通りである．系全体のポテンシャルエネルギー U は
U =
∑
i,j
φH (rij) (2.18)
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𝑅𝑖
𝒓𝑗
𝒓𝑖 𝑅𝑗
𝜻𝒊𝒋
𝒓𝑖𝑗 = 𝒓𝑖 − 𝒓𝑗
𝑟𝑖𝑗 = 𝒓𝑖𝑗
図 2.2: コンタクトしている 2粒子の重なり長．赤い領域が重なり領域である．
で与えられる．このとき粒子 iに対して働く斥力相互作用の力は
f inti = −
∂U
∂ri
= K
∑
j
{
ζijθ (ζij) +
1
2
ζij
2δ (ζij)
}
rˆij
= K
∑
j
ζijθ (ζij) rˆij. (2.19)
と表される．rˆij = (ri − rj) /|ri− rj|は粒子 kから粒子 iをさす単位ベクトルであ
り，θ (· · · )は階段関数
θ (x) =
{
1 x > 0　
0 x < 0
であり，δ (· · · )はデルタ関数である．
粒子 jとのコンタクトにより粒子 iに働く散逸力は−ΓHζ˙ij rˆij で与えられる．Γ
は散逸の強さを反映した定数である．粒子 iに働く散逸力はコンタクトしている粒
子からの散逸力の和
fdampi =
∑
j
(
−ΓHζ˙ij
)
θ (ζij) rˆij (2.20)
である．よって粒子 iに働く合力は次のように表される：
fneti = f
int
i + f
damp
i =
∑
j
(
Kζij − ΓHζ˙ij
)
θ (ζij) rˆij. (2.21)
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図 2.3: Harmonicポテンシャル．
2.2.5 Lennard-Jones(LJ)相互作用系
Harmonic系とは異なり，LJ系では粒子同士がコンタクトしていない場合でも
粒子間に相互作用の力が作用しうる．また，各粒子には自身の速度に比例した散
逸力が働くとする．これは，熱浴を用いずに温度ゼロの環境で計算を安定させる
ために導入したモデルである．
通常の LJポテンシャルがゼロになるのは無限遠である．本研究では計算の効率
化のため，有限の距離で相互作用ポテンシャルおよびその 2階までの微分が全て
ゼロになるように，スムージングを施した相互作用ポテンシャル φLJ (rij)[63]を用
いた．粒子 i，j間の相互作用ポテンシャル φLJ (rij)の表式は以下のように与えら
れる：
φLJ (rij) =
{
φL(rij) (rij < Iij)　
φR(rij)
(
Iij ≤ rij < rCij
) (2.22)
φL(rij) = 4ϵij
(σij
rij
)12
−
(
σij
rij
)6+ ϵC (rij < Iij) (2.23)
φR(rij) =
C3
3
(rij − rCij)3 +
C4
4
(rij − rCij)4 (Iij ≤ rij < rCij) (2.24)
Iij は通常の LJポテンシャル φL(rij)のカットオフ長であり，スムージング関数
φR(rij)との結合点である．粒子 i，jの平均直径 R¯ij = Ri+Rjの定数倍である．本
研究では Iij = 1.2R¯ijとした．rCij
(
Iij < r
C
ij
)は相互作用ポテンシャルのカットオフ
長であり，これも R¯ijの定数倍である．本研究では Iij = 1.3R¯ijとした．φL(rij)の
定数項 ϵCと φR(rij)の定係数C3, C4は，rij = Iijにおいて φL(rij)と φR(rij)が 2階
微分まで連続であるという条件から求まる．具体的な表式は以下の通りである：
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ϵC = −4ϵij
(σij
Iij
)12
−
(
σij
Iij
)6 (2.25)
− 2ϵij
(
Iij − rCij
)
Iij
12(σij
Iij
)12
− 6
(
σij
Iij
)6 (2.26)
− ϵij
3
(
Iij − rCij
)2
I2ij
156(σij
Iij
)12
− 42
(
σij
Iij
)6 , (2.27)
C3 = −
12ϵij
Iij
(
Iij − rCij
)2
12(σij
Iij
)12
− 6
(
σij
Iij
)6 (2.28)
− 4ϵij
I2ij
(
Iij − rCij
)
156(σij
Iij
)12
− 42
(
σij
Iij
)6 , (2.29)
C4 =
8ϵij
Iij
(
Iij − rCij
)3
12(σij
Iij
)12
− 6
(
σij
Iij
)6 (2.30)
+
4ϵij
I2ij
(
Iij − rCij
)2
156(σij
Iij
)12
− 42
(
σij
Iij
)6 . (2.31)
ϵijは粒子間の相互作用の強さを表す係数である．本研究では定数とする：ϵij = ϵ．
ポテンシャルエネルギーの概形は図 2.4の通りである．系全体のポテンシャルエネ
ルギー U は
U =
∑
i ̸=j
φLJ (rij) (2.32)
で与えられる．iに対して働く相互作用の力は
f inti = −
∂U
∂ri
= −
∑
i ̸=j
φ′LJ (rij) rˆij (2.33)
と表される．相互作用ポテンシャルの微分 φ′の表式も以下に記す：
φ′LJ (rij) =
{
φ′L(rij) (rij < Iij)　
φ′R(rij)
(
Iij ≤ rij < rCij
) (2.34)
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φ′L(rij) =
24ϵij
σij
2(σij
rij
)13
−
(
σij
rij
)7 (rij < Iij) (2.35)
φ′R(rij) = C3(rij − rCij)2 + C4(rij − rCij)3 (Iij ≤ rij < rCij) (2.36)
また，粒子 iに働く散逸力は自身の速度に比例した力 (drag force)
fdampi = −ΓLJvi． (2.37)
で与えられる．よって粒子 iに働く合力は次のように表される：
fneti = f
int
i + f
damp
i = −
∑
i ̸=j
φ′LJ (rij) rˆij − ΓLJvi． (2.38)
図 2.4: 2階微分までが連続になるようにスムージングをかけた Lennard-Jonesポ
テンシャルの概形．
2.2.6 応力
粒子 i, j間の相互作用ポテンシャル φ (rij)を用いると，粒子 jから粒子 iに働く
力 f intij = −∂φ (rij)/∂ri が求まると，以下のように系の応力を計算することがで
きる：
σ =
1
S
(∑
i<j
rij ⊗ f intij
)
xy
. (2.39)
⊗はテンソル積であり，S = L× Lは系の面積，Lは後述するシステム長である．
各 γにおいて σを計算することで，応力-歪み曲線を得る．
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2.2.7 差分スキーム
力fneti (t)に対して，与えられた境界条件のもとで式 (2.12), (2.13)を差分法を用
いて数値的に解くことで，(ri (t) ,vi (t))の時間発展を追跡することができる．本
研究では，時刻 tから時刻 t+∆tまでの微小時間∆tの過程を以下のように 2つの
ステップに分けて計算する．
1. 各粒子を位置 ri (t)における平均せん断流による微小変位 γ˙∆t y (t) ex を加
えて粒子位置を更新する．
2. 式 (2.12), (2.13)の左辺の粒子位置を，この平均せん断流により更新させた
粒子位置で置き換え，時刻 t+∆tの粒子位置と速度 (ri (t+∆t) ,vi (t+∆t))
を以下で記す差分法により求める．
時刻 tにおいて平均せん断流を加えた直後の粒子位置と粒子速度 (ri (t) + γ˙∆t,vi (t))
を
(
r
(0)
i ,v
(0)
i
)
，求めたい時刻 t+∆tの粒子位置と粒子速度 (ri (t+∆t) ,vi (t+∆t))
を
(
r
(1)
i ,v
(1)
i
)
と表記する．力fneti (t)はHarmonic系でもLJ系でも粒子位置{rj (t)}
と粒子速度 {vj (t)}を通して時刻 tに依存する．これを考慮して，平均せん断流を
加えた直後の力を fi
({
r
(0)
j ,v
(0)
j
})
，時刻 t+∆tの力を fi
({
r
(0)
j ,v
(0)
j
})
と表記す
る．差分法は速度Verlet法を計算効率の観点で改良した次の方法 [64]を用いる：
v˜
(1)
i = v
(0)
i + fi
({
r
(0)
j ,v
(0)
j
}) ∆t
mi
, (2.40)
r˜
(1)
i = r
(0)
i + v
(0)
i ∆t, (2.41)
v
(1)
i = v
(0)
i +
[
fi
({
r
(0)
j ,v
(0)
j
})
+ fi
({
r˜
(1)
i , r˜
(1)
i
})] ∆t
2mi
, (2.42)
r
(1)
i = r
(0)
i +
(
v
(0)
i + v
(1)
i
) ∆t
2
. (2.43)
.
2.3 パラメータ
2.3.1 固定パラメータ
Harmonic系における物理量のユニットは，粒子の質量m，粒子の平均直径 R¯ =
Rg+Rs(Rg > Rs)，粒子間のコンタクトが形成されてから解消されるまでの時間ス
ケールを与える tH = ΓH/Kの 3つから構成した．Rgは粒径が大きい粒子の粒径の
値，Rsは粒径が小さい粒子の粒径の値である．エネルギー，応力 (二次元系)，散
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逸力の係数のユニットはそれぞれ εH = mR¯2t−2H , σH = mt−2H , ηH = mt−1H である．粒
径比は二次元粒子系が結晶化しない値として知られている r = Rg/Rs = 1.4を用い
た．rを用いるとRg = rRsと書ける．混合比は 1:1である．Rsの値は，Harmonic
系における粒子数 (システムサイズ)N，システム長L，体積分率φとの間の関係式
N
1
2
piR2s(1 + r
2) = φL2
から計算できる．本研究では数密度N/L2が 1.0898で一定になるようにN,Lをコ
ントロールしているので，Rsの値はシステムサイズの値によらずRs = 0.254であ
る．アモルファスの固体としての性質に着目するので，体積分率はジャミング転
移点 φJ ≈ 0.8433よりも大きな値を選んだ．本研究では φ = 0.88である．相互作
用ポテンシャルの係数はK = 40εH，散逸力の係数は ΓH = ηHで固定した．この
とき粒子振動の振動数が ω = (K/mR¯2)1/2で与えられるので，粒子振動のタイム
スケールは (2pi/ω)/tH ≃ 1となる．
一方LJ系における物理量のユニットは，粒子の質量m，粒子の平均直径 R¯，粒
子運動の緩和時間 tLJ = ΓLJ/ϵの 3つから構成した．エネルギー，応力 (二次元系)，
散逸力の係数のユニットはそれぞれ εLJ = mR¯2t−2LJ , σLJ = mt−2LJ , ηLJ = mt−1LJ であ
る．粒径比 r，小さい粒子の粒径Rs，数密度N/L2はHarmonic系と同じ値を用い，
粒子の混合比も 1：1とした．相互作用ポテンシャルの係数はK = εLJ，散逸力の
係数は ΓLJ = ηLJで固定した．
また，力学的に不安定な歪みを解像できる計算精度を求めるため，歪みの刻み
をHamonic系と LJ系の双方で∆γ = 10−7で固定した．
2.3.2 制御パラメータ
歪みの刻みを固定する場合，与えられたせん断速度 γ˙に対して，時間刻み∆tは
以下のように決まる．
∆t = ∆γ/γ˙. (2.44)
外力の時間スケールの変化に対して空間構造がどのように変化するか議論する
ため，本研究ではせん断速度 γ˙の値を変えて計算を行った．Harmonic系の計算で
は，γ˙の最小値は γ˙l = 1.0× 10−6t−1H ，最大値は γ˙h = 1.0× 10−1t−1H として，それら
の間の値は γ˙ = c×10−nt−1H , c = 1.0, 2.0, 5.0, n = 2, 3, 4, 5.を選んだ．また空間構
造の性質を議論するためにシステムサイズNも変化させ，N = 8192, 16928, 32768
の 3つの場合について計算を行った．一方 LJ系の計算では，γ˙ = 2.0× 10−5をせ
ん断速度の最小値 γ˙l，最大値は γ˙h = 1.0× 10−1t−1H として計算を行った．システム
サイズはN = 2048で固定した．
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3 有限速度のせん断下の応力降下イベントの特徴づけ
3.1 応力降下イベントの定量化
アモルファス固体のモデルとして 2章の Harmonic相互作用系を用い，各せん
断速度 γ˙について，Lees-Edwards境界条件のもとで差分方程式 (2.40)-(2.43)を数
値的に解き，式 (2.39)で与えられる系の応力を歪みの関数として求めた結果が図
3.1である．有限速度のせん断下で降伏を経験した後に実現される定常状態におい
て，アモルファス系の応力降下イベントの空間構造の統計的性質を理解するため，
図 3.2(a)のように定義した応力降下イベントを定常状態 (γ ≥ 1)においてサンプ
リングした．計算コストの観点から歪みの上限を 4，イベントサンプル数の上限は
20000とした．
(a)のようにせん断速度が非常に低い場合は，AQS条件のように急峻な応力降下
が起こるが，降下が多段的であるのがAQS条件と異なる．他にAQS条件の応力
歪み曲線にはない傾向として，応力が線形に増大に増大する領域でも応力の振動
を形成するイベントが多数存在する．(c)のようにせん断速度が非常に大きい場合
は，歪み幅 0.1程度で応力が一定値の周りを振動する．γ˙tH = 1.0× 10−1ではこの
歪み幅は時間スケール 1程度に相当する．手法でも述べたが，本研究のパラメータ
設定では粒子振動の時間スケールが 1であるので，せん断速度がある程度大きく
なると個々の粒子の振動が系のダイナミクスを支配していることを示唆している．
(b)のように中間のせん断速度では，(a)(c)の傾向が混在しているようにみえる．
このようにせん断速度を変えることで系のダイナミクスの性質が変わることが
視認できるが，それは個々の応力降下イベントの性質の変化にも反映されると期
待される．その傾向を系統的に調べるため，特に応力降下イベント中の粒子集団
のmobilityに着目する．これを定量化した指標の 1つが participation ratioであり，
AQSせん断系のイベントにおいて計測され，その分布関数が unimodalであるこ
とが知られている [51]．本節では，各 γ˙について同様に participation ratioの分布
関数を求め，AQSせん断系の知見との比較を行う．以降の節では，ピークイベン
ト (ピーク位置またはその近傍の値に相当するイベント)に対して，変位場の実空
間構造を特徴づけていく．
3.1.1 Participation ratio
まず，各イベントの空間構造を記述するベクトル場として，粒子間相互作用に
より生じる変位ベクトルの，イベントの開始から終わりまでにおける和
di =
ne∑
n=ns
uni (3.45)
を導入する．iは粒子の序数，n = ns, n = neは，着目するイベントの開始と終了
に相当する離散時間ステップであり，uni は図 3.2(b)のように，各歪みに対応する
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図 3.1: 定常状態到達後の有限速度のせん断下の応力-歪み曲線．(a) γ˙tH = 1.0×10−1
(b) γ˙tH = 2.0× 10−4　 (c) γ˙tH = 1.0× 10−6 の 3つの γ˙について応力降下イベン
トが 20000回検出されるまで，または歪みが 4に達するまでの応力-歪み曲線をプ
ロットした．
時刻 nにおける i番目の粒子変位の non-affine成分である．後節では，以下で抽出
する特徴的なイベントについて式 (3.45)の空間構造を調べる．
特徴的なイベントを抽出するための指標として，各イベントについて participa-
tion ratio[51]
p =
(∑
i di
2
)2
N
∑
i di
4 . (3.46)
を導入する．diは式 (3.45)で定義した diの大きさである．図 3.4のように，diが
粒子によらず一定である場合が p = 1，1つの粒子の diのみが有限である場合は
p = 1/Nである. diのばらつきが小さい，つまり変位の強度の空間均一性が強い大
域的な構造であるほど 1に近い値をとる．ただし，変位の方向は任意であるため，
空間分布が秩序的であるかどうかは pの値からは判別できない．判別するために
は空間構造を直接観察する必要があるが，これは次節以降で議論する．一方，少数
の粒子の変位の大きさが周囲の変位の大きさよりも非常に大きい場合は O (1/N)
であり，熱力学極限では 0となる.
有限のせん断速度 γ˙における pの値の意味を解釈するための知見として，AQS
せん断下の応力降下イベントの空間構造と pの分布関数のピーク値の関係につい
て，簡潔にまとめておく：空間構造は四重極子型の局在した変位場で特徴づけら
れ，その中心領域の変位の大きさが周囲よりも非常に大きい [34]．これは，AQS
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𝛾𝜎
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𝜎
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図 3.2: (a) 有限速度のせん断速度下の応力降下イベントの定義．γ˙tH = 1.0× 10−6
における応力-歪み曲線 (右図の一部を拡大したのが右図である．歪みの増大に対
して応力変化が正から負となった歪み (左図の黒い丸)から次に応力変化が正とな
る歪み (左図の白い丸)までの領域を応力降下イベントとする．(b) 応力降下イベ
ントが起こる歪み領域．各歪みにおける粒子変位の non-affine成分をイベント終了
まで足し挙げたベクトル (3.45)を，「応力降下イベントの粒子変位」と呼ぶ．
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図 3.3: AQSせん断下のモデルガラス系のParticipation ratio p の分布関数．粒子
数が増大することで，ピーク位置が小さな値へのシフトしていく．インセットは粒
子数に対応するシステム長を横軸として，pの平均値をプロットした結果である．
文献 [51]より転載．
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1. Only one particle "𝒌“ moves
𝑑𝑖 ቊ
≠ 0 𝑖 = 𝑘
= 0 𝑖 ≠ 𝑘
𝑃 =
1
𝑁
𝑑𝑖 = const.
𝑃 = 1
2. All the particle moves with same 𝑑𝑖
図 3.4: Participationの意味.
せん断下のイベントの participation ratioの値が小さな値であり，上述した局在的
な空間構造に対する pの性質から粒子数が増大すると pの値が小さくなると考え
られる．実際に図 3.3のように分布関数のピークは粒子数が増大すると pの値が小
さい方向にシフトしていく．
3.1.2 有限のせん断速度下の participation ratioの分布関数
上述のAQSせん断系のように，有限の γ˙においても，イベントの空間構造が p
の分布関数のピーク構造と対応すると期待する．有限の γ˙において，participation
ratio pの観点で特徴なイベントを抽出する．20000個のイベントサンプルについて
pの分布関数 P (p) を求め，その分布のピーク値近傍に相当するイベント (ピーク
イベント) が特徴的なイベントであるとみなす．ピークイベントの定量的な定義は
後述する．分布関数の計算およびピーク位置を探索するために必要なパラメータ
を以下記す．分布関数の計算およびピーク位置を探索するために必要なパラメー
タについてコメントする：
(i) ビン幅：pの分布関数の値を決めるパラメータは，横軸 pのビンの幅∆pであ
る．ビンの総数Npを設定すると，∆p = 1/Npである．本研究ではNp＝ 100，し
たがって∆p = 0.01とする．80 ≤ Np ≤ 400の範囲で，分布関数のせん断速度依
存性に関する結果はロバストである．
(ii)ピークの閾値と幅：後述するように，本研究で観測される分布関数は unimodal
または bimodalであり，比較的単純なものである．そこで，ピーク位置を探索する
方法に関しては，以下のような簡易的な方法を用いた：まずピークの閾値Pthを与
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え，分布関数の値がPth以上のビン値をピーク位置の候補とする．その次に，ピー
ク位置の候補を中心とする幅 δの中に含まれるビンにおいて分布関数の値を調べ
る．中心における分布関数の値が最大である場合に，その中心をピーク位置と定
義する．閾値は分布関数の値がビン値によらず一定の場合の値 Pth = 1/ (Np∆)で
固定した． また幅は δ = 50とした．15 ≤ δ ≤ 60において，ピーク位置とピーク
数のせん断速度依存性に関する結果はロバストである．
以上のパラメータの下で，各 γ˙について分布関数を計算し，図 3.5のように横軸
を p，縦軸を P (p) としてプロットした．
各 γ˙について分布関数を計算し，横軸を p，縦軸をP (p) としてプロットした結
果が図 3.5である．せん断速度の下限 γ˙ = γ˙lにおける分布関数は bimodalであり，
unimodalであるAQSせん断系の傾向と異なる．このように pの分布が bimodalで
ある γ˙の値域を，「低せん断速度領域」と呼ぶ．pが小さい領域にピーク (P1)が存在
することはAQSせん断下の応力降下イベントと同様であるが，AQSせん断系では
分布が減衰している領域においても，ピーク (P2)が存在することが低せん断速度
領域の特徴である．低せん断速度領域においてせん断速度を上昇させた場合，P1の
ピーク位置の値は大きくなり，P2のピーク位置の値は小さくなる．γ˙ = 2.0×10−5
において，上述のピーク探索法ではP2を検知しなくなり，unimodalとなる．更
にせん断速度を上昇させると，unimodalな分布のピーク位置の値は単調に増大し
ていき，分布はシャープになる．せん断速度の上限 γ˙ = γ˙hにおけるピーク位置の
値は，γ˙ = γ˙lにおけるP2のピーク位置と近くなる (ともに pが 0.4付近である)．
しかし，次節でピークイベントの空間構造を比較すると，両者の意味は大きく異
なることが明らかとなる．
また，本研究では LJ相互作用系についても定常状態 (γ ≥ 1)において応力降下
イベントを 20000回検出し，各イベントについて pの値を測定した．その分布関数
の結果は図 3.6の通りである．分布の傾向はHarmonic相互作用系と似ており，分
布が bimodalである低せん断速度領域が存在し，せん断速度を上昇させると，分
布が unimodalになる．この結果から，participation ratioのせん断速度依存性は
粒子間ポテンシャルに関してユニバーサルであることが期待される．
3.1.3 Participation ratioの分布のピーク位置における空間構造の可視化
participation ratio pの分布関数が，全ての γ˙ についてピーク位置をもつこと，
および bimodalである低せん断速度領域が存在することを明らかにした．しかし，
pはイベントの粒子変位の大きさが大きな領域の規模を反映するものの，その値か
ら空間構造が秩序的であるかどうかを判断することはできない. 以下では，いく
つかの γ˙について，pの分布のピーク位置に相当するイベントの空間構造を可視化
する．
図 3.7のように，いくつかの γ˙について pの分布のピーク位置に相当する応力降
下イベントの粒子変位 (3.45)をプロットした．変位の大きさは，最大変位の大き
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図 3.5: N = 8192のHarmonic相互作用系の participation rationの分布関数のせ
ん断速度依存性. 左図は分布が bimodalであるせん断速度領域 (低せん断速度領域)
を含む領域のふるまい，右図は分布が unimodalであるよりせん断速度が大きな領
域のふるまいを表す.
さがシステムサイズの 1/5になるように規格化している．
最小せん断速度である γ˙ = 1.0 × 10−6では，pの 2つのピーク位置に相当する
応力降下イベントの空間構造をそれぞれ抽出した．ピーク位置の値が小さいイベ
ントの空間構造は，四重極子型の局在した変位場で特徴づけられる．これはAQS
せん断下の応力イベントで観察される空間構造と似た性質である [34, 36]．分布が
bimodalであるせん断速度領域 (γ˙ ≤ 2.0× 10−5)でせん断速度を大きくしていく
と，局在した変位場が 1か所のイベントだけでなく，複数箇所に存在するイベン
トが観測されるようになる．一方，γ˙ = 1.0× 10−6におけるピーク位置の値が大き
なイベントは，渦状の変位場で特徴づけられる．これはピーク位置の値が小さな
イベントと比較すると空間構造が大域的である．
pの分布が unimodalになるまでせん断速度を上げていくと，分布が unimodalで
あるような低せん断速度のイベントと比較して，局在した変位場が存在する箇所
が増えていくが，その周囲の変位の大きさが局在した領域と同程度となる (図 3.7
の γ˙ = 1.0× 10−3)．これは，低せん断速度領域における pのピーク位置が小さな
イベントとも大きなイベントとも異なる性質である．
最大せん断速度である γ˙ = 1.0 × 10−1では，変位の向きがランダムであるよう
に見える．
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図 3.6: N = 2048の LJ相互作用系の participation rationの分布関数のせん断速
度依存性. 左図は分布が bimodalであるせん断速度領域 (低せん断速度領域)を含
む領域のふるまい，右図は分布が unimodalであるよりせん断速度が大きな領域の
ふるまいを表す.
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図 3.7: γ˙ = 1.0×10−6, 2.0×10−5, 2.0×10−4, 1.0×10−1 におけるparticipation ratio
の分布のピーク位置に対応する応力降下イベントの粒子変位．γ˙ = 1.0×10−6, 2.0×
10−5では分布が bimodalであるため， 2つのピーク位置に対応するイベントの粒
子変位をそれぞれ可視化した．
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図 3.8: ピークイベント．分布関数の値がピーク位置における値の 0.9倍以上であ
るような (ピーク位置を含む連続した)pの値域と定義する．　
3.2 特性長によるピークイベントの空間構造の評価
3.2.1 ピークイベント
以下，participation ratio pの値が分布関数のピーク位置の「近傍」にある応力
降下イベントを「ピークイベント」と呼ぶ．本研究におけるピーク位置の近傍は，
図 3.8のように分布関数の値がピーク位置における値の 0.9倍以上であるような
(ピーク位置を含む連続した)pの値域と定義する．せん断速度の変化による系のダ
イナミクスの変容はピークイベントにおける空間構造の性質に反映されると期待
し，以下ではピークイベントの変位場の空間構造の性質を定量的に評価する．
ピークイベントの空間構造を定量化する指標として，特性長を導入する．低せん
断速度領域における participation ratio pの値が小さなピークイベントの空間構造
は，AQSせん断系の応力降下イベントと同様に四重極子型の局在した変位場で特徴
づけられる．AQSせん断系におけるこのような構造はシステム長に対して冪則に従
うものの示量性を示さず，subextensiveであることが知られている [?, 51, 65, 66]．
その指数が塑性変形のフラクタル次元であると考えられ，粒子情報からも簡易的
な手法 (ボックスカウンティング法)により見積もることのができることをイント
ロダクションで述べた．一方低せん断速度の場合，AQS条件の塑性変形に対応す
ると考えられる pの値が大きなピークイベントの空間構造については，そのよう
なスケーリング則に関する報告例は筆者が知る限り存在しない．他方で pの値が
大きなピークイベントの空間構造は，渦状の変位場で特徴づけられると考えられ
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る．このような大域的な構造はシステム長に対して示量的であることが知られて
いる [57, 58]．ここでは，低せん断速度領域における空間構造が特性長の観点でよ
く知られた知見と整合しているかどうかを確認することが目的である．
3.2.2 特性長の導入
本研究では空間構造を特徴づける粒子クラスターの大きさを用いて特性長を定
義する．空間構造を特徴づける粒子クラスターは図 3.9のように抽出した．応力
降下イベントを特徴づける participation ratio p は，系において支配的な運動が起
こっている領域の大きさを意味する．実際，pが小さなイベントでは変位の大きさ
が極端に大きな領域が局在しており，一方で pが大きなイベントでは変位の大き
さが系において部分的に均一である．このような領域は粒子の変位が上位Np個
の「mobile粒子」から構成されると期待し，mobile粒子の変位のみを抽出する手
続きが図 3.9の (1)であり，真ん中の列の図は抽出されたmobile粒子の変位であ
る．図 3.9(a)のように低せん断領域の 2つのピーク位置の応力降下イベントに関
しては，この手続きで粒子クラスターの大きさが異なるという意味で定量的に区
別できる．一方で，図 3.9(b)のように低せん断速度領域の pが大きなピークイベ
ントと，最大せん断速度のピークイベントでは pの値がほぼ同じであるため，手
続き (1)では同程度のmobile粒子が空間に存在することを意味する．しかしせん
断速度が大きいほど，外力の時間スケールにおいて粒子コンタクトの組み換えが
起こる頻度を与える tH/γ˙−1 = γ˙tHが大きくなるので，粒子がコンタクトを形成し
たまま協調した運動が起こりにくくなると考えられる．よって，コンタクトによっ
て連なったmobile粒子のクラスターの大きさを測定し，最大サイズのクラスター
を抽出すれば図 3.9(b)の 2つの空間構造は定量的に区別できると期待できる．実
際に手続き (2)によって線状にシステム全体に伸びたクラスターと局在したクラス
ターに分けることができた．
上述の考察から，2つの条件
1. 構成要素が全てmobile粒子である
2. 構成要素がコンタクトで連結したクラスターのうち最大のものである
を満たす粒子クラスターを抽出し，そのクラスターの粒子数M を用いて各せん断
速度に対する応力降下イベントの空間構造の特性長 ξを以下のように定義する：
ξ = M
1
2 (3.47)
3.2.3 特性長の平均値
各 γ˙について，ピークイベントの特性長 ξの平均値 ξ¯を求めた．図 3.10は，横
軸を γ˙(対数スケール)，縦軸を ξとして，ξ¯の値を γ˙についてプロットした図であ
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図 3.9: 空間構造を特徴づける粒子クラスターを抽出する手続き．(a)は最小せん
断速度における 2つのピークイベントに対応する空間構造，(b)は最小せん断速度
の participation ratio pの値が大きいピークイベントに対応する空間構造と最大せ
ん断速度のピーク位置に対応する空間構造に対して行った手続きである．左から
1番目の列は，全粒子の変位をプロットした図である．(1)ではmobile粒子 (変位
の大きさが上位Np個に含まれる粒子)のみを抽出する．(2)ではさらに，コンタ
クトにより連結したmobile粒子の最大クラスターのみを抽出する．
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る．エラーバーの長さは標準偏差である．後述するようにサイズ依存性を議論し
たいため，N = 8192, 16928, 32768の 3つの系についてプロットした．まず，(1)
最小低せん断速度 γ˙l = 1.0× 10−6における，participation ratio p が小さなピーク
イベントと大きなピークイベントにおける ξが分布する領域について議論をする．
次に，(2) pの分布が bimodalである範囲 (γ˙ ≤ γ˙c)でせん断速度を上昇させた場合
の ξ¯の値の変化を議論する．最後に (3) unimodalである範囲 (γ˙ > γ˙c)でせん断速
度を上昇させた場合の ξが分布する領域の変化を議論する．
(1) γ˙ = γ˙l：pの値が大きなピークイベントと pの値が小さなピークイベントでは，
ξの値が異なる領域に分布していることが分かる．これは，特性長の観点で両者の
イベントの空間構造が定量的に異なることを意味する．
(2) γ˙l ≤ γ˙ ≤ γ˙c：システムサイズを Lとすると，pの値が大きなピークイベント
では図 3.11より ξ¯ ∼ Lである．大域的な構造はシステム長に対して示量的であ
るという知見 [57, 58]と整合する結果である．一方，pの値が小さなピークイベン
トでは，図 3.11より ξ¯ ∼ L0.6である．つまり，システム長に対して示量性を示さ
ず subextensiveであることを意味する．これはAQSせん断系における塑性変形が
もつ性質 [51, 65, 66]と同じである．また後述するように，この指数の値がmobile
粒子集団の空間分布に関するフラクタル次元を計算することで再現できることも
AQSせん断系と同様である．
(3) γ˙ > γ˙c：最高せん断速度のピークイベントの ξが分布する領域は，最小せん断
速度の pの値が大きなピークイベントの ξが分布する領域と異なる．この 2つの
ピークイベントは図 3.5より pがほぼ同じ値をもつが．特性長の観点で意味が異な
るピークイベントであることを示唆する．
3.2.4 低せん断速度におけるmobile粒子の空間分布に対するフラクタル次元
AQSせん断系における応力降下イベントでは，局所的な粒子の組み換えが連鎖
することで幾何学的には自己相似性をもつ構造が現れる．一般的にこのような自己
相似性をもつ構造の大きさは，システムサイズについて冪乗則を示す．冪乗則を導
く簡易的な数値的手法としてはボックス・カウンティング法が代表的である．この
方法ではパターンを含む空間 (本研究では正方形)をメッシュサイズ εのメッシュに
分け，パターンの一部を覆うメッシュの数M (ε)を数える．εを 1, 1/2, 1/4, 1/8 · · ·
と変えたとき，M (ε)が
M (ε) ∼ εdF (3.48)
と変わる場合，与えられたパターンは自己相似フラクタルであり，dFがフラクタ
ル次元であると判断する．このように機械的な方法であるので，1つの与えられた
パターンの自己相似性のチェックとフラクタル次元の測定に便利である．
本研究では，mobile粒子の空間分布についてこの手法を適用し，低せん断速度
の participation ratio pが小さいピークイベントがAQSせん断系のイベント同様
にフラクタルな構造を持つかどうかを検討した．図 3.11の (b)より特徴的な構造
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のサイズ ξ2がシステムサイズに対して 1.2乗で変化する．一方で図 3.11の (c)よ
りボックスカウンティング法により求めたフラクタル次元はその値に近い 1.1程度
であるため，低せん断速度の pが小さいイベントはフラクタルな構造をもつと考
えられる．
 𝛾
𝜉
図 3.10: N=8192の系におけるピークイベントの応力降下イベントの特性長の平均
値．participation ratioの分布がbimodalである低せん断速度領域に関しては，2つ
のピークに対応するピークイベントそれぞれについて統計平均をとった．Bimodal
である領域では上側のブランチが participation ratio p が大きなピークイベント，
下側のブランチが pが小さなピークイベントに対応する．エラーバーは標準偏差
である．
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図 3.11: ピークイベントの特性長のシステム長依存性とフラクタル次元との関係．
(a) Participation ratio pが大きなピークイベントの空間構造が，大域的 (ξ ∼ L)であ
ることを示した結果．(b) pが小さなピークイベントの空間構造が subextensive(ξ ∼
Lα, α < 1)であることを示した結果．(c) 低せん断速度の pの値が小さいピークイ
ベントにおける，mobile粒子の空間分布に対するフラクタル次元 dFをボックスカ
ウンティング法で求めた結果．
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3.3 せん断速度が低い場合の応力降下イベント時系列の追跡
前節までは，有限のせん断速度の応力降下イベントの性質を participation ratio
と特性長により定量化し，せん断速度の変化によるその性質の変容を系統的に解
析して理解を深めてきた．特に低せん断速度の participation ratiopが小さなイベ
ントは，AQSせん断系と同様に participation ratioが小さくフラクタルな構造を
もつことを明らかにした．
図 3.12のように，この pが小さなイベントは応力歪み曲線において主に多段的
な応力降下の一部である．ここではケーススタディとして，多段的な応力降下全
体を通してみると何が起こっているのかを明示する．
せん断速度が非常に遅い系で，pが小さなピークイベントから始まる多段的な応
力降下が終了し，応力が線形に上昇する歪み領域に入るまでを追跡した結果が図
3.13である．ここでの変位の定義は式 (3.45)と異なり，最初のイベントが始まる
歪みを基準として計測した．
降下傾向にある歪み領域で変位の時間発展を追跡すると，局在した粒子の集団
運動が異なる場所で発現していることが分かる．AQSせん断系では，1回の応力
降下イベントの間で連鎖的に局在した集団運動が起こりえることが確認されてい
る．しかし低せん断速度では応力降下中もせん断によるエネルギー注入が持続す
るため，仮に連鎖的に集団運動が起こる場合でも大きな応力降下が途中でストッ
プし，複数の小規模なイベントに分断されることが起こりえる．これらが無相関
に起こっているのか，またはある場所の集団運動がトリガーとなって別の場所で
集団運動が起こるのかについて検討するためには，粒子間の力の分布を観察する
必要があるがこれは将来的な課題とする．
38
𝛾𝜎
𝜎
𝛾
0 ≤ 𝑝 ≤ 0.2
0.4 < 𝑝 ≤ 1
0.2 < 𝑝 ≤ 0.4
図 3.12: 定常状態におけるHarmonic相互作用系の応力-歪み曲線と応力降下イベ
ントの participation ratioの値の対応．
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図 3.13: γ˙ = 1.0× 10−6における変位の時間発展を追跡した例．左図は応力歪み曲
線であり，(a)-(d)はイベント終了時のデータ点である．変位を計測する基準とし
て participation ratioが小さなイベント (a)が開始する歪み (青い丸)を選んだ．右
図はイベント (a)-(d)における粒子変位である．(a)-(c)ではそれぞれ局在した集団
運動が起こり，(c)でその周りに発生した定在波状のパターンが (d)で残っている．
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3.4 ポテンシャルエネルギー地形描像に基づく低せん断速度領域の
応力降下イベントの解釈
前節までに，温度ゼロの低せん断速度領域におけるHarmonic相互作用系の典型
的な応力降下イベントは，空間構造がAQSせん断系と同様に四重極子型の局在的
な変位場で特徴づくられるイベントと，変位場の空間構造がAQSせん断系の応力
降下では見られない大域的な性質をもつイベントの 2種類が存在することを明ら
かにした．この知見をポテンシャルエネルギー地形描像の観点で解釈をするのが
本節の狙いである．
3.4.1 Participation ratioが低い応力降下イベントの解釈
低せん断速度領域における典型的な応力降下イベントが 2種類存在することは，
participation ratio p の分布が bimodalであることと対応しており，ピーク位置
が低い値のピークイベントでは空間構造が局在的で，ピーク位置が高い値のピー
クイベントでは空間構造が大域的である．図 3.12のように，最も遅いせん断下の
Hamonic相互作用系において pのイベント時系列を応力-歪み曲線上に沿ってみる
と，応力がおおむね降下する傾向にある歪み領域において pが比較的小さな応力
降下イベント (赤色の丸)が連続して数回起こる．その後は応力が振動しながら増
大する傾向にある歪み領域で pが比較的大きな応力降下イベント (青色の丸)が多
数起こることが分かる．図 3.14のように，この傾向はLJ相互作用系においても同
様である．有限速度の単純せん断下のLJ相互作用系において応力が降下する傾向
にある領域で応力降下が多段的に起こり，また各イベントが起こるたびに異なる
場所で局在した四重極子型の変位場が発達することが報告されている [52]．
一方で，AQSせん断系の応力降下イベントは，図1.5のように応力が増大する弾性
領域と明確に分離される．モデルガラス系で測定された応力降下イベントのpの分布
は，図 3.3のように本研究のモデル粒子系と同程度のシステムサイズ (Harmonic系
ではN ≥ 8192，LJ系ではN = 2048)では unimodalであり，ピークは 0 < p < 0.2
に分布する．応力降下において形成される空間構造は，四重極子型の局在した変位
場で特徴づけられる．実際の計算において，複数の局在した変位場が発達する応
力降下が起こる歪みにおいてエネルギーを極小化させる過程で系に働く力の空間
平均を追跡すると，局在した変位場が異なる場所に出現するたびにピークが立つ
[34]．上述した有限速度のせん断系における多段的な応力降下は，それぞれがAQS
せん断下の系の応力降下イベントにおける異なる場所の局在した変位場の出現に
相当すると考えられる．このように応力降下イベントの participation ratioのピー
ク位置と空間構造の性質の類似性より，低せん断速度領域の participation ratioの
値が小さな (p ≤ 0.2の)イベントが連続して起こる歪み領域は，AQSせん断下の
応力降下イベントに対応すると期待される．この対応が成り立つためには，（1.2節
で記した）AQSせん断下の応力降下イベントのエネルギー地形描像に基づく解釈
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図 3.14: 定常状態における Lenaard-Jones相互作用系の応力-歪み曲線と応力降下
イベントの participation ratioの値の対応．
が，低せん断速度領域の participation ratioの分布の応力降下イベントに対しても
適用できなければならない．低せん断速度領域の participation ratioの分布の応力
降下イベントが，ポテンシャルエネルギー地形上のエネルギー障壁がゼロのベイ
スン間の移動に対応することを示す必要がある．ただし，この解釈はAQSせん断
下の LJ相互作用系でのみ理論的に示されているため，LJ相互作用系についての
み実証を試みる．
3.4.2 応力降下イベントとベイスン間移動の対応の実証
低せん断速度領域の系ではポテンシャルエネルギーは任意の歪みにおいて極小
化されていないため，AQSせん断下の系がベイスン間移動に対応することを示し
た 1.2節の振動モードに基づいた議論 [33, 34]は適用できない．そこで，本研究で
は次のような手順で応力降下イベントとベイスン間移動が対応するかどうかを議
論した：
1. 図 3.15(a)のように，γ˙ > 0と γ˙→ 0(AQSせん断系)で初期条件 (粒子配置)を
揃えて応力-歪み曲線を求める．
2. γ˙ > 0の系の各歪みにおいてエネルギーを極小化させた粒子配置に対する応
力 σmを計算する．
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3. γ˙ > 0の系の σmの最初の降下が，γ˙→ 0の最初の応力応力と同時に起こる場
合は，γ˙ > 0の系の σが最初に降下傾向にある歪み領域がベイスン間移動に
対応すると解釈する．
手順 1で初期条件を揃えることで，AQSせん断下の系と低せん断速度領域の系が
ポテンシャルエネルギー地形上の同じベイスンの底に存在することを保証する．歪
みを加え始めると低せん断速度領域の系はベイスンの底から離れていくが，手順
2により系が存在するベイスンがAQSせん断下の系がいるベイスンと一致するか
どうかを確認する．手順 3において，図 3.15(b)のように応力が降下傾向にある歪
み領域で σmとAQSせん断下の系の σが一致する場合，低せん断速度領域におけ
るこの歪み領域は，AQSせん断下の系がすでに到達している別のベイスンへと移
動をしている過程と考えられる．
以上の方針に基づき，図 3.16のように，AQSせん断下の系の応力歪み曲線と低
せん断速度領域の系の応力-歪み曲線を (1)ポテンシャルエネルギーを極小化して
いない場合 (図 3.16(a))および (2)ポテンシャルエネルギーを極小化した場合 (図
3.16(b))のそれぞれの場合について重ねてプロットした．AQSせん断下の系の最
初の応力降下が起こってから次の応力降下が起こるまでの歪み領域における低せ
ん断速度領域の系の応力は，図 3.16(a)よりエネルギーを極小化していない場合は
AQSせん断下の系の応力と一致しないが，図 3.16(b)よりエネルギーを極小化し
た場合は一致する．よって，低せん断速度領域の系はポテンシャルエネルギー地
形においてAQSせん断下の系と同じベイスンに存在し，応力が降下傾向にある歪
み領域ではAQSせん断下の系が存在するベイスンの底へ緩和していくと考えられ
る．また，図 3.17のように，応力が降下傾向にある歪み領域の応力降下イベント
では participation ratioの値が低く，応力が振動しながら増大する傾向にある歪み
領域の応力降下イベントでは participation ratioの値が高いことが分かった．これ
は，LJ相互作用系の定常状態 (γ ≥ 1)における応力-歪み曲線 (図 3.14)の性質が，
系が降伏を経験する前の過渡領域から現れていることを意味する．以上より，低
せん断速度領域における participation ratioが低い応力降下イベントが多段的に続
く歪み領域は，ポテンシャルエネルギー地形上のベイスン間移動に対応すると解
釈できると考えられる．
3.4.3 Participation ratioが高い応力降下イベントの解釈
LJ相互作用系の participation ratioが高い応力降下イベントは，定常状態 (図
3.14)でも過渡領域 (図 3.17)でも応力が振動しながら増大する傾向にある歪み領域
に起こり，エネルギー地形描像ではポテンシャルエネルギー地形上におけるベイ
スン間の移動後の現象と考えられる．エネルギー極小状態の応力は単調に増大し
ているため，系が振動しながらも移動後のベイスン内にとどまっていると解釈で
きると期待する．
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図 3.15: 有限速度のせん断系の応力降下イベントとポテンシャルエネルギー地形
上におけるベイスン間移動の対応の概略図．(a) 過渡状態における最初の応力降下
イベントが起こる前後の歪み領域における応力-歪み曲線．黒線がAQSせん断系，
赤線が有限速度のせん断系に対応する．(b) (a)における応力降下イベント (上図)
とベイスン間移動 (下図)の対応．緑の破線の丸は有限速度のせん断系においてエ
ネルギーを極小化させていない状態，緑の塗りつぶされた丸はエネルギーを極小
化させた状態を表す．
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図 3.16: (a) 過渡状態における AQS条件の応力-歪み曲線と有限のせん断速度に
対する応力-歪み曲線． (b) 各計算ステップにおいて，せん断を加えた後にエネル
ギー極小化によって得られた粒子配置に対する応力-歪み曲線．
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図 3.17: 過渡状態における Lenaard-Jones相互作用系の応力-歪み曲線と応力降下
イベントの participation ratioの値の対応．
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3.4.4 応力降下イベントとベイスン内振動の対応の実証
Participation ratioが高い応力降下イベントがポテンシャルエネルギー地形上の
ベイスン内の振動に対応することを示すために，次のように歪みの関数として平
均二乗変位 (Mean square displacement: MSD)を導入する：
∆(γ) =
1
N
∑
i
(uy,i (γ)− uy,i (0))2. (3.49)
uy,i (γ)は歪み γにおける粒子 iの変位の y成分 (せん断をかける方向と直交した成
分)である．平均二乗変位における寄与は，応力が増大傾向にある領域では小さく，
降下傾向にある領域では非常に大きいことが知られている [67]．よって，∆(γ)は
AQSせん断下の系が応力降下する (ポテンシャルエネルギー地形上でベイスン間
移動が起こる)タイミングでステップ上に増大すると考えられる．その後に低せん
断速度領域で∆(γ)が振動している場合は，系がベイスン間移動後にベイスン内で
振動をしていると解釈できる．実際に，図 3.18のように∆(γ)は期待した振る舞
いを示す．よって，participation ratioが高い応力降下イベントがポテンシャルエ
ネルギー地形上のベイスン内の振動に対応すると解釈できる．
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図 3.18: 過渡状態における応力-歪み曲線 (上図)とMSD-歪み曲線 (下図)の対応
関係.
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4 まとめ
4.1 結論
せん断を加えたアモルファス固体は，降伏を経験した後にせん断によるエネル
ギー注入と系内部の散逸が釣りあった非平衡定常状態に到達する．この定常状態
では間欠的な応力降下イベントが繰り返し起こる．様々なアモルファス固体 (ガ
ラス，エマルジョン，泡，粉体など)の応力降下イベントにおいて，塑性の素過程
と考えられている局所的な粒子の再配置が起こることが報告されている．近年で
はモデル粒子系を用いた数値的手法により，温度ゼロの定常状態におけるアモル
ファス固体の応力降下イベントの性質がよく調べられている．特に知見が深めら
れているのが，準静的なせん断下の粒子系の応力降下イベントの性質である．応
力降下イベントは，力学的に不安定な歪みで起こる，ポテンシャルエネルギー地
形上のベイスン間移動として理解できる．また空間構造は四重極子型の局在した
変位場によって特徴づけられる．一方で応力が線形に増大する領域では，速度場
の non-affine成分の空間構造は大域的であり，渦状のパターンで特徴づけられる．
よって，準静的なせん断下の応力降下イベントは，純粋な塑性変形と対応してい
ると考えられている．
せん断速度が有限の粒子系の定常状態における空間構造に関しては大域的であ
るという報告が多数ある．例えば，定常状態において応力が線形に増大する領域
では，速度場の non-affine成分の空間パターンは渦状である．他方で，速度場の
non-affine成分の空間相関関数がべき乗で減衰して特性長をもたないといった結果
が報告されている．また，応力降下イベントの空間構造に関しては，せん断が準
静的である場合と同様に空間構造は四重極子型の局在した変位場によって特徴づ
けられるという報告があるが，空間構造がこの局在した変位場のみで特徴づけら
れることを保証する根拠は報告されていない．
以上のように，AQS条件下では応力降下イベントが純粋な塑性変形と対応する
ことが示されている．AQS条件下でのこの描像が有限のせん断速度のイベントに
ついても適用できるかが素朴な疑問として上がるが，現状では知見が乏しい．本
研究では，応力降下イベントの空間構造を簡易的な指標で定量化することにより，
有限のせん断速度のイベントがもつ情報がAQS条件下のイベントとどの程度同じ
でどの程度異なるかを系統的に調べた．その結果，低速度せん断系の応力降下イ
ベントの空間構造は，せん断が準静的である場合の応力降下イベントと同じ性質
を持つ場合と，せん断が準静的である場合の応力降下イベントでは検出されない
パターンである場合の，2つの種類が存在することを明らかにした．またケースス
タディとしてイベントの時系列を追跡することで，応力降下イベント単体の性質
だけでなく，それらの間の相関の有無を検討した．更に，低せん断速度の場合に 2
種類のイベントが存在することは，エネルギー地形描像のもとで準静的なせん断
した系の応力降下イベントの延長上で理解できることを示した．
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手法
本研究では二次元空間において，アモルファス固体を温度ゼロの環境下で決定
論的方程式に従う球状粒子分散系としてモデル化し，外力として単純せん断を加
えた粒子系の時間発展を，決定論的方程式を数値的に説くことで追跡した．簡単
のためバルクの性質にのみ着目するため，境界条件はLees-Edwardsの周期境界条
件を用いた．各計算ステップでは系内部に生じる応力を粒子配置の関数として計
算する．応力降下イベントは，応力変化が負である連続した歪み領域として検出
される．粒子間ポテンシャルと散逸力の組み合わせは，以下のように用途に応じ
て 2種類用いた：
1. Harmonicポテンシャル＋ contact damping：定常状態の応力降下イベントの
空間構造を定量化するために用いた組み合わせである．コンタクトしている
粒子間にのみ，弾性体同士の斥力と現象論的に導入される弾性体同士の衝突
に起因した散逸が各粒子に働く．このような二体衝突のモデルを多体衝突に
拡張し，多粒子系の問題を扱うのが離散要素法であり，本研究でもこの手法
を用いた．
2. Lennard-Jones(LJ)ポテンシャル＋ drag force：せん断速度が有限である系の
応力降下イベントの性質を，エネルギー地形描像に基づいて理解するために
用いた組み合わせである．比較対象とするせん断が準静的である系の応力降
下イベントの性質は，粒子間ポテンシャルが LJポテンシャルの場合のみエ
ネルギー地形描像に基づいた理解が確立されている．これが LJポテンシャ
ルを用いる理由である．LJポテンシャルは，ミクロな分子間の静電相互作
用に起因した斥力項と引力項を含み，本来は熱揺らぎが関係する系 (分子ガ
ラスなど)のモデル粒子の相互作用ポテンシャルとして用いられる．しかし，
本研究では上述のエネルギー地形描像に基づく議論をするため，散逸機構と
して熱浴を用意する代わりに温度ゼロの環境下で粒子が自身の速度に比例し
た散逸力を受けるモデルを用いた．
有限速度のせん断下の応力降下イベントの空間構造
有限速度のせん断の下で，降伏を経験した後に実現される非平衡定常状態にお
ける系の応力降下イベントの空間構造を，スカラー指標 (1) Participation ratio (2)
特性長 を用いて定量化した．応力降下イベントに着目することで，有限速度のせ
ん断下の系の空間構造の性質を，知見が良くしられているせん断が準静的である
系の空間構造の性質と比較することができるのを確認した．以下では，それぞれ
のスカラー指標の測定結果についてまとめる．
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Participation ratioの測定
定量化の第一歩として，空間構造が局在的である場合と大域的である場合を区
別するスカラー指標 participation ratio pを各イベントについて測定した．せん断
速度が低い領域では pの分布が bimodalであり，pが 0.05未満の位置に立つピーク
（P1）と pが 0.05未満の位置に立つピーク（P2）が存在する．P1に対応する応力
降下イベントでは空間構造は四重極子型の局在した変位場で特徴づけられる．こ
れはせん断が準静的である場合の応力降下イベントと同じ性質を有している．一
方，P2に対応する応力降下イベントでは空間構造として渦状のパターンが観測さ
れる．これは従来の研究で報告されてきた有限のせん断速度の系の空間構造がも
つ特徴と同じである．せん断速度が大きい領域では pの分布は unimodalであり，
ピーク位置はせん断速度が最小の系のピークP2の位置とほぼ一致している．し
かし，両者の空間構造は大きく異なることが，後述する特性長の測定で明らかに
なる．
特性長の測定
応力降下イベントの空間構造の性質を詳しく調べるため，Participation ratioの
分布のピーク位置付近に相当する応力降下イベントの空間構造について，特性長
を測定した．本研究で導入した特性長は，応力降下イベントの空間構造を特徴づ
けると考えられる粒子クラスターの大きさの最大値を用いて定義した．この粒子
クラスターが満たす条件は以下の 2つである：
1. 変位の大きさが上位NP 個の粒子（mobile粒子）で構成される．
2. 粒子同士がコンタクトで連結する．
条件 1により，せん断率が低い場合のピークP1とP2の応力降下イベントの空間
構造を区別することができる．また条件 2により，participation ratioでは区別で
きなかったせん断率が低い場合のピークP2とせん断率が最大の場合のピークの応
力降下イベントの空間構造を区別できるようになる．
せん断速度が小さい場合のピークP1では，特性長のシステムサイズに関するス
ケーリング指数が 1未満である．これは，せん断が準静的である場合の応力降下
イベントで観測される pureな塑性変形と同じ性質である．一方せん断速度が小さ
い場合のピークP2では，特性長がシステムサイズに比例する．これは，有限速度
のせん断系において報告されてきた定常状態の空間構造に関する知見と整合する
結果である．また，せん断速度が大きい場合のピークの応力降下イベントの特性
長は，せん断速度が小さい場合のピークP2の応力降下イベントと異なる値域に
分布するため，participation ratioで区別できなかった両者の構造は定性的に異な
るといえる．
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せん断速度が低い場合の応力降下イベント時系列の追跡
せん断速度が非常に遅い系で，多段的に応力降下が起こる歪み領域で変位の時
間発展を追跡すると，局在した粒子の集団運動が異なる場所で発現していること
が分かる．AQSせん断系では，1回の応力降下イベントの間で連鎖的に局在した
集団運動が起こりえることが確認されている．しかし低せん断速度では応力降下
中もせん断によるエネルギー注入が持続するため，仮に連鎖的に集団運動が起こ
る場合でも大きな応力降下が途中でストップし，複数の小規模なイベントに分断
されることが起こりえる．これらが無相関に起こっているのか，またはある場所の
集団運動がトリガーとなって別の場所で集団運動が起こるのかについて検討する
ためには，粒子間の力の分布を観察する必要があるがこれは将来的な課題とする．
せん断速度が低い場合の応力降下イベントのエネルギー地形描像に
基づく解釈
せん断速度が低い場合に 2種類の応力降下イベントが存在することを，エネル
ギー地形描像で理解できることを示した．モデル粒子系のポテンシャルは，せん断
が準静的である場合の応力降下イベントの性質がよく知られているLennard-Jones
ポテンシャルを選択した．応力-歪み曲線を観察すると，多段的に応力が降下する
領域が存在し，その後に応力が振動しながら上昇していく領域が追随することが
分かる．多段的な応力降下は，せん断が準静的な場合の応力降下イベントに対応
し，ポテンシャルエネルギー地形上ではベイスン間の移動に対応する．一方応力
が振動する領域における応力降下イベントは，ポテンシャルエネルギー地形上に
おいてベイスン内の振動に対応する．せん断が準静的である場合は，局在した変
位場の周囲に伝搬した弾性波が減衰して消滅した状態を応力降下イベントの空間
構造として検出する．そのため，ベイスン内の振動に対応する応力降下イベント
が検出されることはない．
4.2 展望
せん断速度が大きい場合の空間構造の性質
せん断速度が大きい場合の空間構造は複雑であり，四重極子型の局在した変位
場と，大域的な変位場が重なっているようにみえる．これは，ポテンシャルエネ
ルギー地形のベイスン内振動に対応すると考えられる大域的な変位場が，次に系
が力学的に不安的な歪みに到達するまでの間に減衰し終わらないためと予想され
る．予想を確認するためには，隣接する複数の多段的に応力が降下する領域を含
む歪みの範囲で，空間構造の時間発展を追随する必要がある．
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応力降下イベントの空間構造に対する衝突の緩和時間と慣性の効果
応力降下イベントの空間構造の性質を調べたHarmonicポテンシャルのもとで相
互作用する粒子系においては，時定数が 2つ存在する．１つは粒子の速度が別の粒
子とのコンタクトにより 1/eまで減衰するまでの時間 ζ/mであり，もう 1つは粒子
の慣性運動の時間スケールを与える t1 =
√
K/mである．本研究では，モデル粒子
系のパラメータを固定したため，t0や t1の値も固定していた．t0と t1は，低せん
断速度領域においてベイスン内の振動に対応する応力降下イベント (participation
ratioが大きい応力降下イベント)の性質をコントロールすると考えられる．
質量m固定のもとで粒子のコンタクトによる散逸力の強さを表す ηを大きくす
ると t0が大きくなり，粒子の振動の振幅が減衰するのが早くなる．その結果，ベイ
スン間移動後のベイスン内の振動に対応する応力降下イベントの発生頻度は小さ
くなると予想される．また t1はコンタクトによる散逸を無視した場合の粒子振動
のタイムスケール (振動周期の定数倍)，その逆数は粒子振動の周波数 (の定数倍)
に対応する．質力m固定のもとで斥力相互作用の強さを表すKを変えることで t1
を調整し，1回のベイスン間移動に対するベイスン内の振動に対応する応力降下イ
ベントの発生頻度をコントロールすることができる．
あるベイスン間移動に起因する振動が次のベイスン間移動が起こる歪み領域ま
で持続するほど t1を大きくする場合を想定する．この状況は，本研究においてせ
ん断速度が大きい場合に観測されている．せん断速度が大きい場合は，外力 (せん
断)の時間スケールがあるベイスン間移動に起因する振動の周期程度またはそれよ
りも小さくなるため，振動が減衰しないまま次のベイスン間移動が起こると考え
られる．このように振動が持続する起源は異なるものの，系を固くする (Kを増や
して t1を大きくする)と，低せん断速度領域でも，ベイスン間の移動に対応する
応力降下イベント (participation ratioが小さい応力降下イベント)の性質が，その
前のベイスン間移動に起因する振動の影響を強く受けるようになると予想される．
この場合空間構造は四重極子型の局在した変位場に大域的な変位場が重なったよ
うなパターンで特徴づけられ，せん断速度が高い領域と区別することができなく
なる可能性があることをここで提言する．
Hessianの固有値分布と応力降下の対応関係
準静的なせん断下の Lennard-Jones相互作用系の応力降下イベントは，ポテン
シャルエネルギー地形上におけるベイスン間の移動に対応する．これは，Lennard-
Jones相互作用系に対するHessian行列が並進自由度のみで記述され，その最小固
有値が 0になる歪みにおいて応力の不連続降下が起こることが示されたからであ
る．摩擦がない場合，粒子間相互作用がHarmonicポテンシャルやHertzianポテ
ンシャルで記述されるような系に対応する Hessian行列も並進自由度のみで記述
される．しかし，Hertizanポテンシャルの場合はHessian行列の最小固有値が 0に
なる歪みが一般的には存在せず，Harmonicポテンシャルに至ってはHessian行列
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の最小固有値が 0になる歪みが存在することを確認した報告例すらない．よって，
コンタクトし合う粒子系の応力降下イベントをエネルギー地形描像の枠組みで理
解するためには，固有値分布と応力降下の間にある対応関係をより詳しく調べる
ことが必要である．粉体粒子系を想定して摩擦を考慮した場合は，Hessian行列が
並進自由度だけでなく回転自由度によっても記述されるので，固有値分布の性質
はより非自明となる．固有値分布と応力降下の間にある対応関係を摩擦の効果が
劇的に変えるのかどうかは，更なる将来的な課題である．
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